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ACHTERGRONDEN

ke rol in de telecom-
municalie bij onder
meer het beschrijven
van commumicalie-
protocollen.

Formeel formuleren

Deel 2: Specificeren, predikatenlogica en betekenis

Dit is het fweede en laaiste deel in een korle serie over formeel specificeren
met behulp van mathematische logica. Centraal hierbij staat de vraag hoe
een sysieem zo goed mogelik en op voorhand kan worden beschreven. De
huidige formele specificatiemethoden en -falen vormen hier een witvipeisel
van. Zij zin gebasesrd op de mathematische logica en worden nigt alleen
gebruikt voor het beschrjven van systemen maar ook in de theoretische
informatica en bij de berekenbaarheidstheorie. Deze takken van de logica
komen in daze serie nist aan de orde, everimin als de diverse
specificatiemethoden en -technieken zelf Waar het hier vooral om gaat zijn
tle theoretische en mathermatische vitgangspunten die aan deze methodern
ten grondsiag liggen. Zo zijn in het vorige artike! enkele logische principes
geschetst die van belang ziin voor formeel specificeren. Dit tweede dee!
behandelt de elementen van het beschrijven zelf. Hierbif spelen verschillende
nveaus van interpretatie. Het is bijvoorbeeld noodzakelijk dat de specificatie
niet alleen syntactisch juist is maar dat hij ook inhoudelijk Klopt.
Fredikatenlogica is een hulpmiddel om de geidigheid van beweringen te
controleren. Problernean die daarbij oplreden zijn dat ook correcte
beschrjvingen nog tegenstriidigheden kunnen bevatlien of onbeslisbaar
kunnen zijn. En dan is er altjd nog hel probleern van de belekenis: bevat de
specificatie, hoe correct en consisient ook, geen volsirekt zinloze
uitspraken?

Formeel specificeren houdt in dat het te
ontwikkelen systeem als een mathemati-
sche structuur wordt opgevat. In het messt
algemene geval is dat een klasse objecten
met diverse relaties tussen die objecten. In
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zijn algemeenheid kunnen dus ook fysi-
sche systemen en zelfs computerprogram-
ma's als mathematische structuren wor-
den onderzocht

In de in het eerste deel beschreven voaor-

beelden ging het om algebraische specifi-
caties. Daar bestaan de structuren uit ver-
zamelingen, functies en constanten terwijl
de beweringen vergelijkingen zijn die. met
behulp van de variabelen. uvitdrukken dat
voor alle elementen bepaalde functiewaar-
den gelijk zijn aan andere. De interpreta-
ties van dergelijke formuleringen heten al-
gebra’s.

In de logica heet de verzameling van alle
ware uitspraken over een structuur de
theorig van die structuur. Bij algebraische
specificaties wordt gesproken, in iets ande-
re zin dus dan bij een afleidingsstelsel, van
compleetheid als de theorie van de algebra
uit de vergelijkingen volgt. Dat is, zoals in
deinleiding al werd gesteld, het uiteindelij-
ke doel van formeel specificeren.

INCOMPLEET

Het voorbeeld in het vorige artikel over de
karakterisering van weerstanden — door
middel van ‘@ voor een weerstandsloze
draad, "#" voor de verbinding in serie en '
§ voor de parallelschakeling — schiet be-
hoorlijk tekort op het punt van compleet-
heid. Er is bijvoorbeeld geen mogelijkheid
om it te drukken dat er voor elke schake-

ling precies één weersland beslaat die -
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Het Race-project Specs is gebaseerd op de specificatietalen Lolos en SOL. Een tussentaal verzorgt de
semantische integratie en hierbij wordt als formalisme procesalgebra gebruikt,

In het vorige artikel is gebleken dat de gepresen-
fearde algebra voor hel karakleriseren van weer-
standen niet compleet is.

= hieraan gelijkwaardig is, laat staan welke

/
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weerstand dit is.

Er is nog op een andere manier in te zien
dat het systeem niet volledig is. Dat kan
mel een ander model van dezelide verza-
meling axioma's, namelijk een digitale
combinatorische schakeling met EN-poor-
ten, OF-poorten en invertoren. De OF-ope-
ratie wordt nu gerepresenteerd door "#°,
de EN door '§ terwijl ‘@’ in dit geval staat
voor de digitale '0". Hier kan \i@ eenvoudig
worden geinterpreteerd; dat is zelfs essen-
tieel. Het gaal hier echler om een heel an-
dere structuur, waarvoor bijvoorbeeld nog
steeds geldt (zie figuur 1):

x5y = M) # (W)
maar ook
XEX=X

en dat is bij het model van de weerstanden
beslist onjuist. Die eigenschap is dus geen

B

Bij de inferpretatie van het voorbeeldstelsel als
systeern voor digitale combinatorische schake-
lingen iz do vergelifking x 77 x = x wel juist, in
tegenstelling fof he! weerstandsmodel.

Fig. 1. Qok als het model wordt geinferpreteacrd
als mode! voor digifate poorten is ' nog steeds
equivalent met & an dubbela inversie.

logische consequentie van de axioma's en
die vormen daarmee dan ook geen volledi-
ge specificatie.

GELLIKHEID

Formeel specificeren is een wetenschap
op zich, Het vakgebied kan tevens modula-

riteit en parametrisering kan omwvatten
maar ook die aspecten liggen niet ver van
de mathematische logica af (veelscortige
logica bij modulariteit).

Een stelsel vergelijkingen zoals hierboven
beschreven is een speciaal geval van de
eerste-orde predicatenlogica met gelijk-
heid. De wvergelikingen gelden immers
voor willekeurige x, y en z en daarmes
voor alle x, y en z. Die variabelen heten dan
universeel gekwantificeerd. Als 'x # y' ge-
schraven wordt als Plxy), is:

xF@=x

le schrijven als:
Vx (Px/@) = x)

en dat kan worden geinterpreteerd (in

woorden) doar;

Voor alle weerstanden x is de serie-
schakeling van x met weerstandsloze
draad @ gelijk aan x.

Een andere interpretatie zou kunnen zijn:
Voor alle getallen x is de som van x met
het getal 0 gelijk aan x.

En weer een andere:

Voor alle getallen x is het produkt van x
mat het getal 1 gelijk aan x.

Onaffrankelijk of de interpretatie nu weerstanden
of getalion betreft, kan predikaat P een eigen-
schap witdrukken.

Wat de letter P nu precies uitdrukt is athan-
kelijk van de interpretatie maar blijkbaar is
het sleeds de een of andere eigenschap,
een predikaat.

PREDIKATENLOGICA

Hoewel de interpretatie van een formalis-
me volledig vrij staat — het hoeft grof ge-
zegd niet eens te kloppen — is het toch wel
20 dat al die mogelijke betekenissen iets
met elkaar gemeen hebben. De signatuur
van een algebra bestrijkt alleen functies en
constanten en de vergelijkingen hebben
ook een bepaalde vorm.

Voor de eerste-orde predikatenlogica is dat
niet anders. Het gaat hier steeds om objec-
len (welke dan ook) en eigenschappen
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(eveneens willekeurige) van die objecten.
Operaties kunnen een- of meerplaatsig
zijn; P in het voorbeeld boven is binair,
Vervolgens kunnen beweringen gevormd
worden, zoals:
Als er een X is waarvoor geldt dat x de
eigenschap A heeft of dat x de eigen-
schap B heeft dan is er een x met de ei-
genschap A, of er bestaat een x met de
eigenschap B.
In formule wordt dat:

Ix (Alx) V Bx)) —~
Ix (Alx)) V 3= (B(x)

In het algemeen kunnen dergelijke zinnen
waar of onwaar zijn, afhankelijk van de in-
terpretatie die er aan wordt gegeven, maar
deze zin is altijd waar. om welke objecten
en welke predikaten het ook gaat. Overi-
gens is het omgekeerde hier niet altijd
waar en evenmin altijd onwaar.

KWANTIFICEREN 4
Beweringen die altijd opgaan, voor welke
interpretatie dan ook, heten fautologieén.
De bewering dat, als er een object bestaat
met de eigenschap A, dit op hetzelide
neerkomt dat niet voor alle objecten niet-A
geldt, is eveneens een tautologie. Dergelij-
ke algemene waarheden kunnen natuurlijk
ook worden gebruikt in redeneringen met
specifieke structuren (zoals boven) als in-
lerpretatie.

In die zin behoren de ware uitspraken van
de logica, de theorie ervan, tot het het ge-
reedschap bij formee! formuleren. Het ge-
bruik van Voor alle..” en 'Er is.." heet uni-
versee! kwantificeren respectievelijk exis-
tentieel kwantificeren.

Om nu vuit te zoeken of een bepaalde for-
mule een taulclogie is of nigt, is het weer
nodig om naar de semantiek te kijken.

Fig. 2. Voorbeeld van ecn semantisch ableaw,

(W (AL ABX) = Wx () & (1)
¥x w-:l o B} 12)
%% I{m:n s {3
e l—I-Mx}} ® 4
-ﬂlia] (5)
Ala) rl. Bfa) & (6
B'IIE:I 7}
.qla] [8)
4
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Geldt de bewering voor alle objecten en ei-
genschappen, welke dan ook? Zo ja, hoe
valt dat dan aan te tonen, voor het oneindig
grote aantal interpretaties?

Het is in elk geval zo dat als de ontkenning
van die bewering allijd onwaar is, de bewe-
ring zelf altijd waar is. Op basis hiervan kan
worden geprobeerd om te laten zien dat
zo'n ontkenning zowel een bepaalde zin
als zijn tegendeel tot gevolg heeft. Is dat het
geval dan is de uitgangszin blijkbaar een
tautologie.

TABLEAU

Een grafische voorstelling van zo'n proce-
dure heet een semanlisch tableau en fi-
guur 2 geeft daarvan een voorbeeld. Hier
wordt geprobeerd aan te tonen dat indien
alle objecten twee eigenschappen hebben,
alle objecten ook een van die eigenschap-
pen bezitten (tautologieén zijn uit de aard
van de zaak vaak triviaal). Neem aan dat
hettegendeel het geval is dan wordt het uit-
gangspunt dus dat het gedeelle voor de pijl
klopt en de conclusie niet.

In figuur 2 begint dat door bewering (1) te
vervangen door {2} en (3) en zin (1) te mar-
keren teneinde aan te geven dat die niet
meer nodig is. Als niet voor alle x predikaat
A geldt, is er dus een x waarvoor niet-A[x)
geldt: vervang (3} door (4). Misschien is die
x, als willekeurig voorbeeld, het element a:
vervang (4) door (5). Daarboven staat ech-
ter dat alle x eigenschappen A en B heb-
ben, dus ook de a die net is gekozen (uit-
spraak 6).

Misschien komen er verderop nog meer
voorbeelden behalve elementa, dus (2)
maoet blijven staan. Bewering (6) wordt ech-
ter vervangen door (7) en (8). Hiermee, na-
melijk tussen (5} en (8), is de strijdigheid
gevonden en dat wordt aangegeven met
de + aan het eind van het tableau.

Het algemene principe van de procedure is
tweeledig en omvat enerzijds het kiezen
van een willekeurig element als voorbeeld
voor de variabelen en anderzijds het split-
sen van samengestelde zinnen in hun
componenten. Dat laatste berust op de re-
gels van de proposilielogica die op het
laagste niveau alleen zinnen kenten als in-
terpretatie alleen waarheidswaarden.

BETEKENIS

Het is heel gebruikelijk om een verzame-
ling te definiéren door middel van een ei-
genschap, bijvoorbeeld de wverzameling
oneven natuurlijke getallen of de verzame-
ling handgereedschappen. Als ditaltijd zou
kunnen, zou de predikatenlogica eigenlijk
sameanvallen met verzamelingenleer.

De gelijkstelling van predikaat met verza-
meling leidt echter tot paradoxen die het
noodzakelijk hebben gemaakt om dit op
zich zeer aantrelkelijke idee los te laten.

Verzamedingen worden vaak gedefinieerd op ba-
sis van een eigenschap, bijvoorbeeld die van

handgereedschappen.

Deze paradoxen ontstaan als gevolg van
de mogelijkheid tot recursie: een klasse
objecten kan namelijk dezelfde eigenschap
hebben als de objecten zelf. Zo kan een
groep programmaprocedures heel goed
zelf een programmaprocedure Zijn,
Meestal is zoiets niet het geval; een verza-
meling gereedschappen is geen gereed-
schap. De onmogelijkheid ontstaat wan-
neer een verzameling wordt gedefinieerd
door de eigenschap dat de elementen
daarvan verzamelingen zijn die zichzelf
niet als element hebben, Deze verzame-
ling is zelf zowel wel als niet element van
zichzelf (Russell’s paradox). In formule:

XEX KX

VERZAMELINGEN

Deze en andere soortgelijke paradoxen die
aan het begin van de twinligsle eeuw wer-
den gevonden, hebben geleid tot een her-
ziening van het concept verzameling. In de
herziene formulering wordt veel voarzichti-
ger omschreven wat een verzameling is.
Het grondprincipe is dat een verzameling
wordt samengesteld uit zijn elementen en
dat hij dus niet beschikbaar kan zijn als ele-
ment voordat die opbouw is vollooid.

Een verzameling kan dus geen element
zijn van zichzelf, De consequentie hiervan
is dat er entiteiten zijn, zoals de klasse pro-
gramma’s, die geen verzameling vormen.
In dergelijke gevallen worden de termen
klasse en collectie gebruikt. Het laatste
woord is hiermee uiteraard niet gezegd;
verzamelingenleer bestrijkt de studie van
dit hele gebied en is zells een aparte tak
van de logica. g



> Een tweede punt dat aan de orde komt bij

databus

de semantiek van predikatenlogica is de
beslisbaarheid. Het is niet ondenkbaar dat
bepaalde formules aanleiding geven tot
een semantisch tableau dat oneindig lang
kanworden. In zo'n geval is de uitgangsfor-
mule onbeslisbaar. Er ontstaal nooit tegen-
strijdigheid maar het is ook niet op mecha-
nistische wijze uit te maken dat er geen te-
genstrijdigheden  inzitten. Soorlgelijke
vraagstukken zijn ook aan te treffen bij de
Turing-machine. Als gevolg van de com-
plexiteit van het onderwerp en het belang

ervan, beslaat de problematiek met betrek-
king tot de berekenbaarheid een aanzien-
lijk deel van het onderzoek naar formele
methoden.

In de eerste-orde predikatenlogica wordt
alleen gekwantificeerd over de objecten, In
hogere-orde logica's gebeurt dit ook ten
aanzien van natuurlijke getallen, relaties
en relaties van relaties. Gelijkheid (="} is
zo'n belangrijke eigenschap dat die wel
aan de predikatenlogica wordt toege-

voegd. Is dat het geval dan wordt de aan-
duiding predikateniogica met gelijkheid

gehanteerd.

Het blijkt dat hogere-orde logica’s in be-
paalde gevallen absoluut noodzakelijk zijn
om bepaalde mathematische structuren te
specificeren. Sommige definities zijn bif-
voorbeeld gewoon niet mogelijk zonder
kwanlificatie over getallen. Anderzijds zijn
deze logica’s en is ook hel predikaal 'ge-
lijkheid' wel weer te baseren op de eerste-
orde variant, al zou dat in de praktijk on-
doenlijk zijn.
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File Bun Windows Mmalgsizs Baplay

Erdecilare
Grlecal string sVerifacatlion

Benory Cosf igure

; declare the macre varisbles i "
i "Test D.K.” string. Used to compare nemary,

" i location 808 hex alter cach test

.;-al,gr_.l int sPunpPressare

#F ina | Pressure ;

Gglobal imt
Grendidec lare

: Cowtrols the Pump Pressere lor cach test
Betaras the [inal pamp pressare.

6 Imitialise the test werify string to “Test 0.K." and pressure to 2 bar

Gstrepy xlerifacation, "Test 0.K.7
Eufunplressare = 2

&

Gxg 0t maln

ExF ¢ 3P == STACK_START )
2 glfis

&2
& ircc
&3

== FROGRAR_DND )

: Verify that the 3T iz set wp correctly.
: Back iz o.k. 30 start the test program.

: Check If the PC iz at the end.

& i Test for “Test 0.K." in location 0000k using memcap command

& nencap OF 000k, xVerifacatios
3] Il (=COMPARE == @)
& end |

; "Test 0.K" iz at 07 000K

Als een wilgangsiormule onbeslisbaar /s dan kan niet mechanistisch worden bewezen dal or geen fe-
genstrijdigheden in zitten. Dergelifke problemen doen zich vooral voor bij programmatuur en ze dui-
ken dan ook vaak op bij absfracties als de Turing-machine,

Hetzelfde geldt in nog sterkere mate voor
de veelsoortige logica die, zoals de naam
al zegt, niet een maar meerdere domeinen
als interpretatie neemt. Deze logica is bij
uitstek geschikt voor het onderzoek naar
modulariteit en daarmee voor specificatie-
theorie en informatica. Juist op het niveau
van de logische fundering staat hier echter
nog veel open.

FDS

Voor de earste-orde predikatenlogica zijn
verschillende formeel deductieve syste-
men (FDS) ontwikkeld. De ene hoofdgroep
heet Hilberi-fype systemen. Alle taulologie-
en, de axioma’s van de gelijkheid en twee
generalisatieregels worden vooronder-
steld. Verder is alleen het gebruik van mo-
dus ponens toegestaan: als het antecedent

|
|

van een implicatie bewezen wordt geacht,
evenals de implicatie zelf, dan is ook de
conclusie bewezen.

Gentzen-type systemen bevatten wvrijwel
geen axioma's maar wel een zeker aantal
nauwkeurig omschreven transformatiere-
gels die op formules mogen worden toege-
past. Het bekendste is het systeem van zo-
genoemde natuurlijke deductie. Van beide
type systemen is aan te tonen dat zij lo-
gisch adequaat zijn in de zin zoals in het
vorige artikel beschreven (Volledigheids-
stelling van Godel).

De eenvoudigste logica is de propositielo-
gica. Hierin is elke formule een zin of een
samengestelde zin, zonder kwantificatie,
met slechts twee interpretatiemogelijkhe-
den: waar of onwaar. Zinnen worden sa-
mengesteld met behulp van logische con-

Sommige definities zifn niet mogelijk zonder kwantificatie over getallen.

WEEQ
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Digiale combinatorische schakelingen kKunmen
uitstekend propositielogica simuleren.

nectieven zoals "en’, 'of, niet’, impliceert”
enzovoorl. De berekening van de waar-
heidswaarde gebeurt met waarheidswaar-
detabellen. De logische connectieven wor-
den precies zo gebruikt in predikatenlogi-
ca.

Voor propositielogica bestaan formele af-
leidingsstelsels die logisch adequaat zijn.
Propositielogica is bovendien beslisbaar.
Digitale combinatorische schakelingen
vormen een Boole-algebra maar zij kun-
nen levens zinnen Uit de propositielogica
simuleren omdat de waarheidstabellen
voor de logische operaties samanvallen.

In plaats van semantische tableaus of
waarheidstabellen zou dus ook een de
proefschakeling als verificatiemethode
kunnen worden gebrulkt: neem de variabe-
len als ingang, bouw de samengestelde zin
met de betreffende poorten en kijk naar de
uitgang. Als die hoog is voor alle ingangs-
combinaties dan is de formule een tautolo-
gie. Wordt de uitgang minstens een keer
hoog wordt dan heeft de zin een model.

Is dat laatste ook niet het geval dan kan
nooit aan de formule worden voldaan. De
negatie van de zin is dan een lautologie.
Als alleingangen hoog zijn en de uitgang is
hoog dan is de samengestelde zin een lo-
gische consequentie van de proposities op
de ingangen. o
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